Matematici generale pentru ingineri

CALCUL VARIATIONAL

1. Sa se determine extremele functionalei

1 3 1.
I(y) =L (y 2 1ycosx—y? —x2y)~ezxdx,y ec’[S,]y(0)=0,y, () = —E+Zsm1

R: Conditie necesara de extrem — Euler. ﬁ_di(EJ =0, unde F este

oy dx{oy'
Lagrangeanul functionalei.

F(x, YY) = (' +ycosx—y? —x%y)-e*
F
Avem & = (cosx—2y—x?)-e?*; —— =2y'.e*
2%
Ecuatia lui Euler devine:
d
(cosx — 2y — x?)e? —d—(2y'e2") =0
X
< (CosX —2y —x?)e?* —2(y"e® +2y'e®) =0
Impartind in ambii membrii cu e?*, avem: cosx—2y—x?—2y"—4y'=0.

Ordonand  gdsim: 2y"+4y'+2y=cosX—x2,care e o ecuatie
diferentiala de ordinul 2 liniara cu coeficienti constanti si neomogena.

Stim ca solutia generald a acestei ecuatii este: y=37+yp unde y este
solutia generald a ecuatiei omogene, iar Yy, €0 solutie particulara a ecuatiei
neomogene.

Pentru a gasi solutia generald ya ecuatiei ne folosim de ecuatia

caracteristica.
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Ecuatia caracteristica este er’ +4r+2=0= (r+1)> =0= n=r,=-1

deci are o radacina dubla. Deducem y=C, -e ™ +Cye .

Solutia particulard o cédutdm de forma membrului drept vom cauta
Yo=Y +Y,:
Cautdm y, de forma y, = Acosx+Bsinx si determindm constantele A

si B punénd conditia ca Yy, sé verifice ecuatia: 2y" + 4y’ +2y = cosX.
’ M " H 1 H
Avem y; =-Asinx+Bcosx; yj =-Acosx—-Bsinx=y, = Zsm X.

Cautim y, de forma vy, =Ax?+Bx+C si observim ci nu avem

rezonantd. Punénd conditia ca y, sd verifice ecuatia 2y"+4y'+2y = —x?=
1 . x?
=A =5 B=2,C=-3.Prinurmare y, :—7+2x—3.
Concluzii: Solutia generald a ecuatiei lui Euler este:

2

1. X
=C -e *+C_ e *+=sinx——+2x-3.
y 1 2 4

Solutia generald ne did multimea extremelor functionalei date punand
conditii date in problemd gasim C, =—C2 =3, deci functionala I(y) are o
singura extremala admisibila. Aceasta este

o 1. x?
y=3" -3 " +-sinx——+2x-3. (D)
4 2

Concluzie: Daca functionala data are puncte a de extrem atunci
extremala admisibila de mai sus este un punct de extrem.

Observatii. Conditiile lui Legendre ne spun ca o conditie necesara ca o

extremald Y, sa fie punct de max(min) este ca Fy'y'(X,y,(x), Y (X)) <0(>0)

pentru (V) x e[a,b].Tn cazul nostru avem Fy'y’ =2e?* >0, (V) xe[0]].
2
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Concluzii: Daca y dat de (1) e punct de extrem pentru functionala I(y),

atunci acesta e un punct de minim.

2. Sé se determine extremalele functionalei
Toon2 12 4
I(y)= [ (v"% ~y"* 12y +ky cosx)dx,y € C*[0, 7],
!’ ! s
y O =y @ =0y(m) =’ y(m) =7 +3c°
R: O conditie necesara de extrem pentru aceastd functionala e data de

2
ecuatia lui Euler — Poisson: F_a ﬁ +d—2 a—F, =0,unde F este
oy dx\oy') dx*(oy

Lagrangeanul functionalei care in cazul nostru este:
F(X, Y, Y") =Yy"% —y'? —12xy + Ky cosx.

Avem F_ —12X+CosX; i =-2y, E =2y".
oy oy
inlocuind in ecuatia Euler-Poisson avem:
d2
dx®

diferentiala de ordin 4, liniara cu coeficienti constanti, neomogena.

—12X +COSX — di (-2y)+—(2y") =0 < 2y +2y" =12x —cosx, ecuatie
X

Solutia generala a ecuatiei este : y =y + Yp-

Rezolvam ecuatia caracteristica 2r* +2r2 +2=0<r?(r+1)> =0=
=1 =r,=0 fy4 =+ = y=C +C,x+C,cosx+C,sinX.

Pentru solutia y, vom lua Yo =Y1+Yy unde y, e solutia particulara a

ecuatiei neomogene 2yIv +2y"=12x, iar y, e solutia particulard a ecuatiei

neomogene 2y' +2y”" = —cosx.
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Cautdm y, de forma membrului drept, adicd Yy, =AX+B, dar
compardnd Yy, constatim ca avem rezonantd pe care o inlaturdm daca luam

y, = (Ax+B)x?.

Avem y! =3AX? +2Bx; y; =6Ax+2B; yI'=6A; y," =0care inlocuiti in
ecuatia 2y' +2y" =12x, conduc la: 12Ax+4B =12x.

Cautam Yy, de forma membrului drept, adica y =Acosx+13sinx dar
compardnd cu Yy constatim ca avem rezonantd. Pentru a inlatura rezonanta
ludm y, = X(Acosx+Bsin x). Avem

y' = AcosX + Bsin X+ Xx(—Asin X + Bcosx)

y, =—Asinx+Bcosx - AsinXx +Bcosx + X(-Acosx — Bsinx) =
=—-2Asin X+ 2Bcosx — X(Acosx + Bsin x)

m

y, =—3Acosx —3Bsinx+X(Asin X — BcosX)

yy =4Asinx —4Bcosx + X(Acosx + Bsin x)
inlocuind in ecuatia

2y"Y +2y" = —cosx = 8Asin x —8Bcos x + 2X(A cosX + Bsin x) — 4Asin X +
+4Bcosx —2X(AcosX + Bsin x) = —cosx < 4Asin X —4Bcosx = —COSX.

A=0 «
Identif.coef. = 1p=>Y,= Zsin X.

Solutia generala care ne da multimea extremelor functionalei date este:
By —C,+C.x+C C,si 3 Ksi
y=y+y,+y, =C, +Cx+C,cosx+C,sinx+Xx +Zsmx.
Punem conditiile din enunt:
’ H 2 1. X
y'=C, -C,sinx+C, cosX+3X" +—sinX +—CoSX.
4 4

4
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C,+C, =0
y(0)=y'(0)=0 C,+C,=0
Deci {y(r) = n° =1C,+C,n+C+n’ =1 =
’ __E 2
y(m==5+3" e _c,+an?-Z--Zig?
4 4
C,+C,=0
C -C.+Cneq 1= 70
_ .
= 1 3 2
C,+C,=0
=C,=C, =0
Cc,-C,=0

Concluzie: Functionala datd are o singura extremala admisibila si
3 X _.
anume:y =X +ZSIHX .
Daca extremala admite extrem atunci acest extrem se realizeazd pentru
y =x3+Zsinx
0 4 '
Observatie. Conditia lui Legendre
FY'FY" =2=Fy"y"(X,Y, (X), Y5 (X), Y5 (X)) > 0,(V)x € [0, m]. Functionala

admite extrem = se realizeazd pentru y =y si y, punct de minim.

3. Sa se determine extremalele functionalei
1y In . 2
)= [0y <C0L,y0) = 5i v =

R: Stim ca o conditie necesara de extrem pentru acest tip de functionale

e data de ecuatia lui Euler.

- ny .
In cazul nostru, Lagrangeanul este F(x,y,y’) = yny si observdm ca nu

!

depinde de x.
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Stim ca in cazul F=F(y,y’), ecuatia lui Euler, dupa prelucrare se poate

aduce la forma:

F(y.y)-yFY'(y.y)=C, ™)
N O (ylny yiny
Avem: Fy(y,y)=_,( , Jz__
ay y y12
Inlocuim in ecuatia (*)
yln'y+y'-LnZy=C1 <:;>2y|ny=(:1.y'<:>Cl.l=2|ny<::>
y ' y

inyy _,

< C/(ny)'=2Iny < C,
Iny

Prin integrare

= Clj %dx = ZIdx+ C, = C,In(Iny) =2x+C, —> solutia generala a

ecuatiei lui Euler.

Punem conditiile
y(0)=e C,In(lne)=2-0+C, c,Ini=c,
2 = 2 = ) =
yO=e* |cIn(ne)=2.1+C, |C,In(e?)=2+C,

C,=0 ¢ -1
= =
2c,=2 C,=0

Gasim o

2X
singurd extremald admisibila si anume In(lny) =2x < Iny =e* < y=¢®

2x
Functionala dati are extrem, acesta se realizeazi in mod necesar in y =e®

Conditia lui Legendere.

vy O ylnyj 2yy'Iny
Fyy'=—|- = >0, (V)x €[0]].
aj,{ yrZ 14

Daci extremala gasita este un punct de extrem, atunci acesta e de min.

6
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. . 2,
Daci functionala are extrem, atunci punctul de extrem ey =e° si acest

punct e un punct de minim.

4. Sa se determine extremalele functionalei

4
1) = [ (v2 ~2x2y2 hix; y < C2[14; y(0) =1, y(d) = %[cos(ln 2) +sin(in2)]
R: Conditia necesara de extrem e data de ecuatia lui Euler:

ﬁ—i(ﬁjzo, unde F e Lagrangeanul functionalei care la noi este

oy dx\ay’

Fix,y,y)=y? -2x2 -y,
Avem ﬁ=2y si a—F':—4x2-y'.
oy oy

Inlocuind in ecuatia lui Euler obtinem:

2y—0|i(—4x2 'y’)= 0 2y +4(2xy' +x%y") =0 < 2x%y" +4xy'+y =0
X

rezultd un calcul de tip Euler.
Pentru a gasi solutia acestei ecuatii ne folosim de ecuatia caracteristica

ce se obtine punand y =x" avem y' =r-x" 1 si y" =r(r-1)-x"2.

Dupi inlocuire in ecuatie si simplificare cu X' rezulti ecuatia

. . —1+i
caracteristicd 2r(r —1)+4r+1=0 <> 2r? +2r +1=0 cu radécinile r,= > L

Conform teoriei de la ecuatia Euler avem

y= X_;{C Cos(m—xj+c Sin(ln—xﬂ care reprezintd solufia generald care ne
! 2 2 2 )|

da multimea extremalelor functionalei date.
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Punénd conditiile date in enunf = C, =C, =1= functionala datd are o

singura extremald admisibila.
Deducem cé daca functionala data are puncte de extrem atunci extremala

admisibild y, = %[cos(ln X) +sin(In \/;)] e un punct de extrem.
X

Conditia lui Legendere
Fy'y' = —4x? = Fy'y V(XY (X), Y1 (X)) <0, (V)X €[L,4]. Daci functionala are

extrem, atunci acesta se realizeaza pentru y =Y, si y, € punct de maxim

5. Sa se determine extremalele functionalei

I(y) = IMX yeC?[12], y(1)——

R: Conditia necesara de extrem — ecuatia lui Euler.

V(@ =v2(1+In2)-1

2 2,12
, +
F(><,y,y)=—y Y

Avem — oF 2y+2x si a—F' =-8y".
oy X oy

Inlocuind in ecuatia lui Euler, avem:

2y+X _ 4 (Lgy)-0ey” +2y+x 0o
2
X dx x? care ¢ o ecuatie diferentiala de

2.,m

8x2y"+2y = —X < 4X2y"+y =

ordinul 2, liniard neomogena cu coeficient variabil de tip Euler.

Solutia generald a acestei ecuatii vafi y=y+ Yo unde y - solutia

generala a ecuatiei omogene iar Yy o © solutia particulara a ecuatiei neomogene.
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a) Rezolvim ecuatia omogena 4x°y”" +y =0, folosindu-ne de ecuatia

caracteristicd. Ecuatia se obtine punand y = e'in ecuatia omogena. Avem

6. Sa se determine extremalele functionalei

I(y, 2) =j12(x2 Y24 x? 2% 4 2y% +62° + 20y +2%2 )1x,y2e c’(12}
1
>

R: Conditia necesara de extrem — sistemul Euler-Lagrange
F_d[F)_,
oy dx\oy'
F_d(F)_,
o0z dx\oz'

F(X,Y,2,Y,2") = X?y'2 +x?2'? + 2y? + 62% + 2xy + 2xz

YO =120)=0,y(2) - 2 (3+1n2).2(2) -
, unde F e Lagrangeanul functionalei, adica

Avem: & = 4y +2x; 6—':, =2x%y'
oy oy

F o 19z+2% F o2y
0z 0z'

inlocuind in sistem rezulta

d 2.,
4y+2x—&(2x y)_o @{4y+2x—4xy’—2x2y':0

' 2n
122+2X_di(2)(22r):0 12z +2x-4xz'-2x%2" =0
X

X2y"+2xy' — 2y =X
N
X22"+2x7' —62 = X

Observam cé fiecare ecuatie a sistemului ¢ liniard de ordin 2, neomogena

de tip Euler.
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Solutia generala pentru prima ecuatie: y=y+ A

Gasim solutia generala
y=x"y=rxLy =rr-Dx"? = x*r-1)-r-x+2x-r-x*t-2x"=0=
=Sr(r-D)+2r-2=0=>r’+r-2=0=r, =< _12:>§/:Cl.x*2+c2 X

Cautam y, (solutie particulard) de forma membrului drept:
y, =AXx+Bdar constatim cd avem rezonantd Y, =(Ax+B)Inx

B

X2

. Inlocuind 1n ecuatie avem:

A
1 x

yi:AInx+AX+B siy' =
X

xz(é—%}ﬂx[mn x+A+EJ—2(Ax+ B)lnx=x <
X X

X
< AX—B+2AXx+2B-2BInx =x < 3AXx+B-2BIn x = x,
1 1 C 1
A== =y ==xInx=>y=-—24+C.x+=xInx
3 ! 3 y X 23

Punem conditiile pentru y rezultd C, =0 si C, =1= y=X(1+ % In x)

1
Analog yzzx(x—l)
Concluzii. Daca functionala datd are extrem, el se realizeaza pentru

1 1
=X1+=InX)si z==Xx(x-1
y = X( 3 ) si 4( )

7. Sa se determine mulfimea extremalelor functionalei
I(u) = .U'D (8xyu + uxuy)ixdy, uecC?(D),

D domeniu marginit din R 2,

R: O conditie necesara de extrem e datd de ecuatia Euler-Ostrogradski

10
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F_OJF |0 F =0 unde F este Lagrangeanul functionalei, adica
ou ox|\ou, ) oy auy

F(x,y,ux,uy) =8xyu +uuy

Tnlocuim E=8xy;£:u si E:u in ecuatia Euler - Ostrogradski
ou ou, y auy
0 0 (ou 0 (ou
o2, - 20000y 22 2(2]
ox Y oy ox\oy ) oyl\ox
=
2 2
<:>8xy_26_u=0<:>a_u=4)(y
oxoy oxoy
Sa  rezolvam  ecuatia: o =4)g/:>a—u=I4xde+f(y);
ox\ oy oy
ou

5 = 3X2y+f(y). Cunoastem derivata lui x in raport cu y. Deducem ca pentru

a gasi u se integreaza in raport cu y
= u(x,y) = [Py +F(y)dy+g(x); u(x,y) =Xy +g(x)+h(y).

Am gasit solutia generala a ecuatiei Euler — Ostrogradski care ne da
multimea extremalelor functionalei date.
Observatie. Daca s-ar da conditii suplimentare, atunci pentru

determinare gasim multimea extremalelor admisibile.

8. Sa se determine multimea extremalelor functionalei:
I(u) = _”5 (2x2u +ul+ 2yuy)1xdy, ueC?(D),
D domeniu marginit din R 2,

R: O conditie necesara de extrem e datd de ecuatia Euler-Ostrogradski

11
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§—E(EJ—E{EJ =0 unde F(x,y,u,u,,u )= 2x2u+u?x +2yu,.

ou ox(ou, | oy 6uy

Tnlocuim ﬁ_sz oF =2u_ si E:Zy in ecuatia Euler — Ostrogradski
au ou, 7o
2 2
:>2x2—3(2a—“]—ﬁ(2y) 0eax? 294 20 2 g,
x\ox) oy ox? ox?

Ecuatia diferentiala cu derivata partiala de ordin 2.

Ecuatia se rezolva astfel:

ou o (éu ou ) x°
- =x —1:6—X(axj x? 1= :j(x ~Ddx+f(y) = - x+(y) =

3
X 1 5, 1
=uXx,y)=||——-x+f X+ =—X"—=X+X (y)+ .
(xy) I { 3 (y)}d 9y) =% 3 () +9(y)
Solutia generala a ecuatiei Euler — Ostrogradski, care ne da multimea

extremalelor functionalei este:

u(x,y) = —X —%X+xf (Y)+9(y), unde f si g sunt functii arbitrare de clasa

C2
Observatie. Solutia generald a unei ecuatii diferentiale cu derivate

partiale de ordinul 2 depinde de doua functii arbitrare.

9. Sa se determine extremalele functionalei

I(u) =J‘I6[uxuy +(2u, +u, +4x)-ulddy, ue c?(D),

D domeniu marginit din R 2,

R: O conditie necesara de extrem e datd de ecuatia Euler-Ostrogradski

12
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F_OJ k| o)k =0, unde F este Lagrangeanul functionalei, adica
ou ox\ou, | oy auy

F(x,y,u,u,,u ) =u U +(2u, +u +4x)u

N . F
Inlocuim a—:2u +U +4x;£:u +2u;£:u +U 1in ecuatia Euler -
au Y au, y ou X

y

Ostrogradski
2 2
=2u_+uU +4x—i[a—u+u):0®26—u+0—u+4x—a—u—26—u—6—u—
S Ox \ Ox oy OX0y  OX  Oyox
2
—a—u=0<:> ou = 2X,
oy oxoy

care e o ecuatie diferentiald cu derivate partiale de ordin 2.

oxdy ox
= u(x,y) = [ (< +F(y)dy+9(x) =Xy + [ F(y)dy+g(x)

2
OU gy O (%”]:u:s%“:jzxdx +E(y) =x2 +1(y)

Notam If(y)dy =h(y) = u(x,y) = x’y+g(x) +h(y), unde g si h sunt functii
arbitrare de clasd C2.
10. Sa se determine extremalele functionalei

I(u) = HB (24y?u+u?y —4x )ddy, ueC?(D),

D domeniu marginit din R2.

R: O conditie necesara de extrem e data de ecuatia Euler-Ostrogradski

F_O\FR|_0FF =0, unde F este Lagrangeanul functionalei, adica
ou ox\ou, | oy auy

FOxy.uu,,u)= 24y*u+u’y —4xu_.

13
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2. OF

o =—4X si o = 2uy in ecuatia Euler — Ostrogradski
u
X

inlocuim & = 24y
au u,

2
24y2 —i(— 4X)—i 2~a—u =0 8_u :12y2 + 2, care e o ecuatie diferentiala
OX oyl oy oy?

cu derivate partiale de ordin 2.
2
a—‘;:12y2 425 i(a—“jzlzyz Lo M
oy oy |\ oy oy
= [@2y® +2)dy+(x) = 4y° +2y +£(x) = u(x,y) = [[4y° + 2y +F ()ldy +
+9(x) = y* + ¥y + yF(X) +9(x)

cu f si g functii arbitrare. Multimea extremalelor functionalei este datd de

solutia generald a ecuatiei Euler — Ostrogradski;

ux,y) =y* +y? +y(f(x)+g(x)),cu f si g functii arbitrare de clasa C2.
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